Calcolo delle Probabilita e Statistica Matematica
RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI
Fisciano, 10/1/2012 — ore 9

Esercizio 1

(i) |S| = 6* = 1296.
(ii) Essendo

6-5-4-(4 2 4 1 1
=St 05y BB
64 1296 9 64 1296 16
si ha che (4)
3-2-1- 1 5
P(ANB)= —— 2/ — — = P(A)- P(B

e quindi gli eventi A e B non sono indipendenti.
(iii) Posto C' = {nel vettore c¢’¢ una coppia di 1}, si ha che
P(CNA) 5/54 1

Pe1A) = P(A) 5/9 6

essendo

Esercizio 2
(i) Risulta f(x) >0, x € (0,1), per ¢ > 0. Inoltre deve essere

1:/Olﬂx)dx:c/ol(x—ﬁ)dx:c-é,

da cui si ricava ¢ = 6.
(ii) Si ha che

0 r <0,
Flz) =3 [ fly)dy=32"-22* 0<z <1,

1 x> 1.

(ili) Per n > 1 risulta
' +1 +2 6
(X =6 [ e e = e
(iv)
Con(X,Y) = Con(X, X?) = B(X%) - B(X)E(X?) =+ — 2.5 —
’ ’ 5 2 10 20



Esercizio 3
(i) Distribuzioni congiunta e marginali sono date da:

2\y | 0O 1 | px(z)
0 |26/36 4/36| 5/6

1 | 4/36 2/36| 1/6

py(y) | 5/6 1/6 | 1

(ii) Si ha p(0,1) =4/36 # px(0) py(1) = 5/36, quindi X e Y non sono indipendenti;
inoltre X e Y sono identicamente distribuite.

(iii) Risulta

2 1 1
FXY)=—=— EF(X)=FE(Y)=-
e pertanto
1 1 1
Cov(X,Y)=FE(XY)-EX)E(Y) = — = —
Essendo inoltre 1 5 .
X = Y = —c — = —
Var(X) =Var(Y) 5 6= 36
si ottiene infine
Cov(X,Y) _1/36 1

pXY) = VVar(X)Var(Y) 5/36 5




Calcolo delle Probabilita e Statistica Matematica
RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI
Fisciano, 26/1/2012 — ore 12

Esercizio 1

(i) Consideriamo gli eventi Fj, = {nei due lanci si ottiene testa k volte}, (k =0,1,2) e
A={nelle due estrazioni dall'urna si ottengono una biglia rossa ed una bianca}. Risulta

- Eroammn - S () (-1
)

_(f)() o, 3)(3) +( ) 1 _ 67
(ii) Si ha che
B9/U516) _ 36 /67 k=0
67/120 ’
PR | A) = WP f oojdsto) _ g7 -1,
> heo P(A| Fy) P(Fy) BU/A516) _ g /67 | =2,

67/120

Esercizio 2
(i) La variabile X & una variabile geometrica con parametro p = % Si ha pertanto che

pcem= (11 L)

(i) Essendo P(X >n) = (1 — l)n_l, risulta

P(X>n):i<:>n:3
(iii) Risulta \

Esercizio 3
(i) Essendo X e Y variabili aleatorie indipendenti, la funzione di distribuzione congiunta
e data dal prodotto delle funzioni di distribuzioni marginali di X ed Y
o).l zeR -1<y<l,
Fxy(z,y) =
0 altrimenti.

(ii) Risulta



P(X <0,Y <1/2) Fxy(0,1/2) 3
P(X<1,Y<1/2|X<0,Y<1)= PX<0T<D ~ Fo01D — 1

(iii)
EX+Y)=EX)+EY)=14+0=1.
Inoltre, essendo X e Y indipendenti,

4 1 13
Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) :4+E :4+§ =5



Calcolo delle Probabilita e Statistica Matematica
RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI
Fisciano, 29/2/2012

Esercizio 1 (i) Lo spazio campionario ha cardinalita 10 in quanto la scelta a caso di 2
nodi da un insieme di 5 nodi si puo effettuare in (g) = 10 modi.
(ii) Si ha:
3
=—, P(ANBNC)=—,
10 10
5 4

4
P(ANnB)=—, P(A —_—  P(B —
(ANB)= 5. P(ANC) =15, P(BNO)= .

quindi non e soddisfatta nessuna delle 4 uguaglianze che riguardano l'indipendenza dei 3
eventi.

Esercizio 2 (i) Risulta ¢ = 1/2, in modo che F(x) sia continua in x = 1.
(ii) La densita di probabilita di X e: f(z) =2+ 1/2, per 0 <z < 1.
(iii) I momenti di X sono:

0o 1 1 $n+2 :L,nJrl 1 1 1
EX" = [ 2" f@)yde= | o (245 )de= - .
o= [ s [l (o g) a= [T mm| <

(iv) Siha Cov(X,Y) = Cov(X,2 — X?) = E(2X — X?) — E(X) E(2 — X?), quindi
11\ /1 1\ (/1 1 11\ 7 13 719 59
Xv)=2(z4-)(z+2)(z+2)(2---2)=L-2_L 2o 2% 0,081
Cov(X,Y) <3+4) (5+8) <3+4)< 4 6) 6 10 1212 720 0B

Esercizio 3 (i) Risulta:

x\y 1 2 3 4 5 | px(z)
0 |1/25 0 3/25 0 5/25] 9/25
1
2

0 2/25 2/25 4/25 4/25|12/25
0 1/25 0 3/25 0 | 4/25
py(y) | 1/25 3/25 525 7/25 9/25| 1

La distribuzione di probabilita di X & di tipo binomiale, essendo px(z) = (i) (2/5)%(3/5)*~
per z =0,1,2.
(i) Poiché

1 6 15 28 45 95 19
(¥) 25+25+25+25+25 25 S ’

112 45 112 225 395 79
EY) =+ 4+ ="T"=""=158
V) = s s " "2 "5 ’
34
Var(Y) = E(Y?) - [E(Y)]> =158 — (3,8)? = 5 = 136



4 6 16 20 4 24 74
FIXY)=—+—+—4+—4+ —+4+ —=—=206
( ) 25+25+25+25+25+25 25 ’
4 4 19 2
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) =28 08-38 = — ——.=2 — 2 _ 0,08
(X, V) = E(XY) - BX)B(Y) =28 0838 = 2 2.0 2 _
si ha
12 34 2 50
X-Y)= X Y)—-2 XY)=—+—4+2. —=—=2.
Var( ) =Var(X)+ Var(Y) Cov(X,Y) o 25+ 55 = 9%

(iii) Pertanto

2
B Cov(X,Y) 95 =2 =1
pX,Y) = VVar(X)Var(Y) \/g 34 V408 V102

—0,099.

25 25



Calcolo delle Probabilita e Statistica Matematica
RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI
Fisciano, 19/4/2012

Esercizio 1 Consideriamo gli eventi Ay = {lo studente & iscritto al k-esimo anno di corso}
(k=1,2,3) ed L={lo studente conosce almeno un linguaggio di programmazione}. Risulta

2/12=1/6 k=1,
P(Ay) =4 4/12=1/3 k=2,
6/12=1/2 k=3,

P@p%yzg k=1,2,3.

Si ha quindi che

S —1/14 k=1,

P(L| Ay)P(A kP(A 55
P(Ax| L) = 3(p|Lk)A( k)A - ki4 s =2/ k=2,
> -1 P(LIA)P(A;) 375, 7P(4;) 32 _9/14 k=3
14/6 )

Esercizio 2 (i) Risulta:

?\y | 0 1 2 3 px(z)
0 [1/8 0 0 0 1/3
1 | 0o 1/8 1/8 1/8 3/8
2
3

0 2/8 1/8 0  3/8
0 1/8 0 0 1/8
w(y) [1/8 4/8 2/8 1/8 1

(ii) Si ha p(1,0) = 0 # px (1) py(0) = 3/64, quindi X e Y non sono indipendenti;

(iii) La distribuzione di probabilita di X e di tipo binomiale di parametri (3, 1/2) e quindi

3 3
Inoltre
4 4 11 8 9 21
e quindi

Essendo poi



risulta

17 3 11 1
Cou(X,)Y)=FXY)-EX)EY)=— — =+ — = —.
Si ottiene infine
XY 1/1 1
pXy)= oY) L6 = 0,0842.
VVar(X)Var(Y) V141/16 V141
Esercizio 3 (i) Se X ¢ normale, di valore medio ;4 = —0,5 e varianza o? = 4, si ha che

Z = (X +40,5)/2 ¢ normale standard; pertanto:

P(=2< X <1)=P(—=0,75 < Z < 0,75) = ®(0,75) — ®(—0,75)
= 20(0,75) — 1 =2-0,7734 — 1 = 0,5468,

P(X?<4)=P(-2< X <2)=P(-0,75 < Z < 1,25)
= ®(1,25) — ®(—0,75) = ®(1,25) + ®(0,75) — 1 = 0,6678,

e quindi
P(-2< X <1) 0,5468
P(X2<4) 06678

(ii) Se X ¢ esponenziale di valore medio p = 1 si ha che

P(-2< X <1|X?’<4)=

= 0,8188.

e % >
FX(:U):{I e x>0,

0 x < 0.

Pertanto:
P(-2< X <1)=Fx(1) = Fx(=2)=1—-e¢"'=0,632,
P(X?<4)=P(-2< X <2)=Fx(2)— Fx(-2) =1—e% = 0,865,
e quindi
P(-2< X <1) 0,632
P(X2<4) 0,865

P(-2<X<1|X?<4)= = 0,730.



Calcolo delle Probabilita e Statistica Matematica
RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI
Fisciano, 19/6/2012 — ore 9

Esercizio 1

(i) Considerato I'evento A = {tra le biglie blu e rossa ¢ disposta esattamente una biglia},

risulta
32 3! 3

50107
(ii) Posto B = {tra le biglie blu e rossa ¢ disposta almeno una biglia}, si ha che

P(A)

_ 412 2 3
Pertanto
P(A|B) - P(ANB) P(A) 3/10 1
- P(B) P(B) 3/5 2
Esercizio 2
(i) Risulta
13-(3) 1
P(X=3) = (52)3 425’
3
13- (5) -12-4 72
P(X=2) = 2 =
I
V) 4® 352
P(X=0) = (?22) =55 = 1= (P(X =2)+ P(X =3))
(ii) Si ha che
0 x <0,
Fy(z) = 352/425 0<z<2,
X (352 + 72)/425 = 424/425 2 <z < 3,
1 T > 3.
(i)
72 1 147 72 1 297
BX)=2 =43 - M gy g L

495 425 ~ 425’ 425 425~ 425’

e quindi

Var(X) = B(X?) — {E(X)}? = % _ (%;) ~ 0,58.



Esercizio 3
(i) Per la condizione di normalizzazione deve essere

=0 y=-1
da cui segue ¢ = 1/5.
(ii) Risulta
1 1 .
px(x) = yz_leY(xay) gyz_l(fEQ +aly)) =Bz +2), x=01,

1 1
1 1
pol) = Y prr(ey) = £ S +aly) = S0+, y=-10,1
(iii) Per x = 0,1 ed y = —1,0, 1 si ha che

pxy (7, y) = px () - py(y),

e quindi X e Y sono indipendenti.




Calcolo delle Probabilita e Statistica Matematica
RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI
Fisciano, 05/07/2012 — ore 9

Esercizio 1

Considerato 'evento Ay = {il k-esimo bit & trasmesso in modo corretto} (k = 1,2,3,4),
dai dati del problema risulta

(2 k=1,

I s k=2,
P(A)=1-—=

6 |2 k=3

6 — Y

| 2 k=4

(i) Posto B = {si ha almeno un errore sulla sequenza di 4 bit}, risulta

P(B)=1-P(B)=1—-P(A; NAy;N A5 Ay)
5432 ) 549
6666 54 54

(ii) Posto C' = {si ha esattamente un errore sulla sequenza di 4 bit}, risulta

P(C)=PANANAsNA) +PANANAsNAL) +PA NA N A3 N AY)
1432 5232 5432 5434 37

P(AiNANA3NA) ==-=== ~ 108"
AN AN AN A = e+ 65566 76666 6666 108

(iii) Risulta

P(BNAINA _ _ _ _
P(B| AN Ay) — <P( L A2)2> = P(A3 1 Ay + P(Ay 1 Ay + (A0 Ay

32 34 34 5

=66 6666 &

Esercizio 2

(i) Dovendo essere

sl ricava a = 1.

(ii) Si ha che

(iii) Essendo, per n > 0,

1 1 1
P(2" < X <2") = Fx(2"") — Fx(2") = — (1 — —) =



si ha che |
P(2”<X<2"“):Z<:>n:1.

(iv) Posto Y = 1/X si ha che

oo oo 1

= : :L‘Q T )ar = ! x4 l’—g,

e quindi
1 1 1
VN=EY})—-[EY)) ==—-=—
Var(v) = B(V?) — [BO )P =5 - =
Pertanto . ) . Var(Y )
P(v-—<|<z)=P([y-EW)|<5)>1- arY) _2
2! = 2 2 /4 3
avendo fatto uso della disuguaglianza di Chebyshev.
Esercizio 3 (i) Risulta:
x\y 0 1 px(x)
0 0 2/16 | 2/16
1 [2/16 4/16 | 6/16
2 | 2/16 4/16 | 6/16
3 |1/16 1/16 | 2/16
py(y) | 5/16 11/16 1
(i) Si ha
6 12 6 3 11
BX)=—4+ 242 =2 BY)=—_
(X) 16 16+16 2’ (¥) 16’
e quindi E(X +Y) = E(X) + E(Y) = 2. Inoltre
4 8 3 15
BX V)= — 4 —f —=—.
( ) 16 + 16 + 16 16
(iii) Risulta
15 3 11 3
Cou(X,¥) = B(X -Y) = B(X)B(Y) = 10 — 5 1= = —=
6 24 18 (3\* 3
X :E X2 — E X 2: — —_— _— = — e
Var(X) = BX) - [BCOP = 5+ 2+ 16 - (3) =5
1 /11\* 55
Var(Y)=EY?*) - [EY)P==-(=) =—.
ar(¥) = B - [P = 15 - (15) = o
Si ottiene infine
Cov(X,Y 3/32 3
p(X,Y) = wXY)  _ / /2 = 0,234,

- WVar(X)Var(Y) - \/165/1024 - 55



Calcolo delle Probabilita e Statistica Matematica
RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI
Fisciano, 10/9/2012

Esercizio 1 (i) Lo spazio campionario ha cardinalita 10 in quanto la scelta a caso di 2
nodi da un insieme di 5 nodi si puo effettuare in (g) = 10 modi.

(ii) Si ha:
7 4 9 2
P(A)=—. P(B)=—. P - = - =
P(AmB)—3 P(AmC)—E P(BNC) = !
10’ 10’ 10’

quindi non e soddisfatta nessuna delle 4 uguaglianze che riguardano l'indipendenza dei 3
eventi.

Esercizio 2 (i) La densita di probabilita di X e: f(z) =2(1 —z), per 0 < z < 1.
(ii) I momenti di X sono:

B(X") = /Z 2" f(z)de = 2 /01 2(1 — z)dz

:L.nJrl l,n+2 1 2 2 2
=2 — =
[n +1 (n+ 2)]

s ntl (n+2) (n+D)(n+2)

Risulta quindi

2 1 2 1
EX)=-=5,  EBEX)===-
6 3 12 6
e pertanto
1 1 1 1
Var(X)==-— - = — Var(X) = ——.
ar(X)=¢c-g=1g \/ar()g\/§
Si ha

11 11
P(E(X)—+/Var(X)< X < E(X)++/Var(X)) =P (g 37 <X <o+ —)
= P(0,0976 < X < 0,569) = F(0,569) — F(0,0976)

=1—(1-0,569)2—1+ (1 —0,0976)* = 0,6285.

(iii) Siha
Cov(X,aX?) =a (E(X®) - E(X)E(X?)) =« (3 1 1) —a- 37

e quindi Cov(X, aX?) > 0 per a > 0.



Esercizio 3 (i) Risulta:

z\y 0 1 | px(z)
0 0 1/16] 1/16
1 | 2/16 2/16| 4/16
2
3
4

6/16 0 | 6/16

2/16  2/16 | 4/16
0 1/16| 1/16

py(y) | 10/16 6/16 1

La distribuzione di probabilita di X ¢ di tipo binomiale, essendo px(z) = (3)(1/2)%(1/2)*,
per x =0,1,2,3,4.

(ii) Si ha
(0,0) =0 # px(0)pr(0) = 7 - 0
by, - Px Py _].6 167
quindi X e Y non sono indipendenti;
(iii) Poiché
1 11
EX)=4--=2, Var(X)=4----=1,
2 2 2
6 3 6 9 15
EY)=— =2 Y)=EY*) - [EY))=——- = =
e
2 6 4 12 3
EXY)=—=4+—4+—=—=-
(XY) 16+16+16 16 4’
si ha infine
Cou(X)Y E(XY)-FEX)E(Y 3/4—2-3/8
p(X,Y) = ow(X,Y)  EXY)-EX)EY) 3/ 8 _,

— VVar(X)Var(Y) VVar(X)Var(Y) V/15/64



